Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

Ex. 4-5 A barra de aco mostrada na figura ao lado tem um didmetro de 5 mm. Ela é
rigidamente fixada a parede A e, antes de ser carregada, hd uma folga de 1 mm entre
a parede B’ ¢ a extremidade da barra. Determine as reagdes em A ¢ B’ para uma forga
axial P=20 kN aplicada a barras conforme indicado. Despreze as dimensdes do colar.
Faca E, = 200 GPa.

P =20kN 1 mm
(= N\
A ——l 1l B’

A NN
1 800 mm

00 mm
Solucéo:
( P=20 kN
Por equilibrio: FA+ Fg =20 kN (1)
Pela restricdo de deslocamento total de A até C: 5,. = % =1lmm (2)
i=1 im0

Dados:

Eao = 200 GPa =200 kN/mm?

d=15mm

Lac =400 mm

Lcg =800 mm
Esfor¢os normais:

Nac = Fa

NCB = FA -20

Areas das secdes transversais:
nd® (5 mm)?
4
5,0 = Nacbac  Nosbos g 5 - Fax400 (Fo —20)x800 _
E.A  Eu 200x19,63495  200x19,63495

= F, x 400 + F, x800 — 20 x 800 = 200 x19,63495

= F, x(400+800) = 200x19,63495 + 20 x 800

~ 200x19,63495 +16000

>F, = ~16,60583 kN
1200

A= =19,63495 mm?

De (1) vem que:
= F; =20-16,60583 = 3,394174 kN

| Resposta: As reacbes em A e B séo 16,6 KN e 3,39 kN, respectivamente.
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

4.42 A coluna de concreto € reforcada com quatro barras de aco, cada uma com
didmetro de 18 mm. Determinar a tensdo média do concreto e do aco se a coluna é
submetida a uma carga axial de 800 kN. E,,, = 200 GPa e Ec = 25 GPa.

300 mm 300 mm
\< >/ Solug3o:
L 4
Es=200 GPa
oy, E.=25 GPa
° Oo.oon:Qiu | | 1 2
S eSS o Ry A, = 4(“ 48 ] —1017,88 mm?
o " Qo050 " 0.% ¢
6°0°0°05°0y 0°9
oo 1000 | 590 A, =300x300— A, = 88982,1 mm?
:,;O'B%"ng,;o', 2,0 o3 P=800 kN
or 0200 0 10 IS ISINEICINE P — parte da forca P no concreto
=0°9<:_;§:g>;;9‘:_,‘. S0t ey Ps — parte da forga P no ago
20,702 2.0, IS %
F %0 Q 0.000 o ° o .00
050005205 P.+P,=P=P,=P-P,

528, = = SR (E A)=RE A= R(E A)-(P-PIE A
:> PS(EC AC): P(ES AS)_ PS(ES AS):> PS(EC AC)+ PS(ES AS): P(ES AS)
=P(,A +E,A)=P(E,A,)=P =P E, A,
E.A +E, A,

— P, =800000 x 200000~ 101788 = 670723 N

25000 x 88982,1+ 200000 x 1017,88
— P. =800000 — 67072,3 = 732927,7 N
mo, =t JB0T23 _pgppa g, =t ZT329207 g0 \ipa

° A 889821

c

*A. 1017,88

S

Resposta: A tensdo normal média do concreto é de 8,24 MPa e a tensdo normal media do aco é de
65,9 MPa.
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

4.43 A coluna mostrada na figura é fabricada de concreto com alta resisténcia (E.=29
GPa) e quatro barras de reforco de aco A36. Se a coluna é submetida a uma carga
axial de 800 kN, determine o didmetro necessario a cada barra para que um quarto da
carga seja sustentada pelo aco e trés quartos pelo concreto.

800 kN

Solucéo:
LS E,=200 GPa
AT E.=25 GPa
Seer et A, =300x300-A,
ECRETITR P=800 kN
g O.

° O

Qo5 p0nQ9; 600009 o OOOOODO o

P — parte da forca P no concreto
Ps — parte da forca P no ago

°2 04 %00
) o

OOHOO
(@)

20600
09 0
oy

o
D%
° 5 0

00,4 °

P,+P,=P=P,=P—P,

Y
)
0o 0 A ~ 6

°e 0500

250000%0000%0000% 0000
©° L o ° o ° °
o

. .
°0 05 1000

S

C EC AC EC AC PC AC PC ES
A, 1 90000 - A, 1 90000 (P, E,
=>-—= = = = == =|+1
AS P 1 Ec AS Ps Ec AS PS EC
P, E, P. | E,
2
A - . 9oc|)Eoo N 4(153 J: . 9oc|>Eoo N
= =1+1 - =|+1
P. | E, P. | E,
90000 90000
=d= T = 36,34 mm

_ T
P YE ., (600}(200000}rl
P. | E, 200 )\ 29000

Resposta: O didmetro necessario é de 36,3 mm a cada barra para que um quarto da carga seja
sustentado pelo aco e trés quartos pelo concreto.
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

4.45 Os dois tubos sdo feitos do mesmo material e estdo acoplados como mostrado
abaixo. Supondo que a area da secdo transversal de BC seja A e a de CD seja 2A,
determinar as reaces em B e D quando a forca P for aplicada na juncéo C.

B D

‘l‘ - . L : . b
bt o e e s e o i

Solucéo:

Por equilibrio: Fg+Fp =P (1)

n
Pela restricdo de deslocamento total de B até D: 6, = % =0 (2
i=1 =il
Esfor¢os normais:
Ngc = Fs
Ncp = Fg —P
L L
Fex— (RR-P)x—
5 =NBCLBC+NCDLCD=0:> ° 2+(B ) 2 _p
® EA E(2A) EA E(2A)
:>FB+(FB_P):0
2
= 2F8+(2FB_P)=0 = 3F,-P=0
P
=>F=—
° 3

De (1) vem que:
P 2P
>F=P-Fp=P-—=—
D B 3 3

| Resposta: As reacbesem Be D sdo P/3 e 2P/3, respectivamente.
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

4,53 A coluna central B da estrutura mostrada na figura tem um comprimento
original de 124,7 mm, enquanto as colunas A e C tém comprimentos de 125 mm. Se
as vigas do topo e da base forem consideradas rigidas, determine a tensdo normal
média atuante em cada coluna. As colunas sdo feitas de aluminio e tem area de secéo
transversal média de 400 mm2. Considere E,=70 GPa.

800 kN/m
Y Y Y Y YYYYYYYYY
100 mm £ 100 mm
A B C 125 mm
A A A A A A AAAAAANAL
800 kN/m
Solucéo:
Equacdes de equilibrio estético: 800 kN/m
ZFy=0:>FA+FB+FC—P=0 YYYYYYVYVYYYY

Yy
=F +F+F =P @
D> Mg =0=-F,x0,2+F.x0,2=0 100 mm -+t 100 mm -
= FA — FC (2) A B C 125 mm
Fa Fs Fc
Equacdo de compatibilidade de deslocamentos:

d, =0, =0z+0,3mm
F,x125 F;x124,7

0, =0+03=> EA A +0,3mm AAAAA J\Tn AAAALA
800 kN/
F, x125 mm Fy x124,7 mm | m
KN = KN +0,3mm B
70— x400mm? 70 —— x 400 mm? P =800 kN/m x 0,2 m
mm mm

2

F, x125mm =F, x124,7 mm+(0,3 mm)x[?O KN

x 400 msz
mm

= 125F, —124,7 F, =8400 ©)

Resolvendo as equacdes (1), (2) e (3):
F, =F. =75,726 kN

F; =8,5470 kN

Assim:

6 —o. _Fc _T5726KN _,, 00, KN
AT A 400mm? mm?

oy = i _ 8,5470 klz\l —0,02137 sz
A 400 mm mm

Resposta: As tensdes normais médias atuantes nas colunas A, B e C sdo 189 MPa, 21,4 MPa e
189 MPa, respectivamente.
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

4.115 O conjunto consiste em duas barras AB e CD do mesmo material, com modulo
de elasticidade E; e coeficiente de expansdo térmica o, € uma barra EF com mddulo
de elasticidade E; e coeficiente de expansdo térmica a,. Todas as barras tém o mesmo
comprimento L e area da secdo transversal A. Se a viga rigida estiver inicialmente
horizontal na temperatura T,, determinar o angulo que ela faz com a horizontal

quando a temperatura aumenta para T».

AW R A

A )oY\ C JoY E fo\
I | |
——d——r—d—
Solucéo:
YF=0=>F +F+FR=0=>F, +F +F. =0 (1)
BF LM T M =0=-F(d)+F(d)=0=F, =F, @)
F.L
L Op = (SAB)T _(SAB )F = alL(Tz _Tl)_ EAA
1
F.L
dc = (SCD)T _(SCD)F = O‘lL(Tz _Tl)_ ECA
1
F.L
O = (SEF )T _(SEF )F = OLzl—(Tz _Tl)_ EEA
2
Compatibilidade geomeétrica:
O —0 Oz —0 O —0 O +0
E2d A = Ed € = EA=3.-8. > 8.-08,=28.-28. = 8.=-F 5 £
sl -T)- el (T -T)- 2
o, L(T,-T,) - = z L 3
-T2 > ®)
Resolvendo as equacdes 1, 2 e 3 simultaneamente, temos:
F —F = ElEzA(Tz _Tl)(az _al)
AR 5E, +E,
FE —_2x ElEzA(Tz _Tl)(az _al)
¢ 5E, +E,
Assim:
tg(G)EGISE_SA — 9:3E2L(T2—T1XOL2—OL1)
d(5E, +E,)
Resposta: O angulo que a viga rigida faz com a horizontal é: @ = 3E2L((1T(25;T13é“§_“1)
2 1
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas
7) Uma barra tem secdo reduzida como se vé na figura ao lado, esta engastada entre
suportes rigidos (indeslocaveis), e suporta uma forca axial, P. Calcular as reacdes de
apoio em A e B, supondo A;= area da secdo transversal na parte esquerda e A, = area
da secdo transversal direita. (Usar os seguintes valores numéricos: P= 76 kN; A;=500
mm?; A,=750 mm?% a=140 mm; b=420 mm; E=140GPa).

P
| —

>
AN

a

& \|/
~ /l\

R L NNANNN
o

N\

Solucéo:

Tornando a barra isostéatica, tirando o apoio B, podemos calcular o deslocamento total que é a soma
dos deslocamentos de cada trecho (tomando as secOes a direita).

N, xL, N N, xL,

8:

E,xA, E,xA, A P B
s RBxb+( R, +P)xa R n
ExA, ExA,
b
2 |
=0=-R; b M + Pxa I | I
ExA, ExA;) ExA,

No entanto, para que 0 apoio exista, esse deslocamento total deve ser nulo:

:>O:_RB( b j+ Pxa :RB(£+1J:an

ExA, ExA,) ExA A, A A
420 140 _ 76000x140
Bl 750 500 500

~.R, =2533333N

Através da equacao da isostatica podemos encontrar o valor de Ra
Y F=0=R,+R;-P=0=
R, +25333,33-76000=0
-.R, =50666,67 N

| Resposta: As reacdes em A e B sdo 50,7 kN e 25,3 kN, respectivamente.
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

8) Uma barra de aco A36, de 5 cm de diametro, se encaixa entre dois suportes
rigidos, a temperatura ambiente. Calcular as reacdes de apoio, quando a temperatura
aumenta 20°C. Admitir o coeficiente de dilatagdo térmica do aco oo = 12 x 10°°C* e
0 modulo de elasticidade longitudinal do a¢o E = 200 GPa.

L~
Z Z
] é
A2 -~ B
Z —
o
] oz
50 cm
< >
Solucéo:
A L
Z Z
-
Ra A -
A A BE Rs
/
=
50 cm

>F,=0=>R,-R;=0 = R,=R;=R ()
Caso ndo existisse 0 apoio B, teriamos 0 encurtamento devido a forca R:

RL
(SAB)R = a

Caso ndo existisse 0 apoio B, teriamos 0 alongamento devido a variacdo de temperatura T:
(SAB )T =oa L AT

Como o apoio existe, ndo temos alongamento nem encurtamento da barra, dai a equacéo de
compatibilidade de deslocamentos:

RL
(SAB )R = (SAB )T = a =a L AT
SZR=EAaAT
Assim:
2
R = 20000 N B 1910 °ctx20°C
cm

. R =94,2477796 kN

Resposta: As reacGes em A e B sdo de compresséo iguais a 94,2 kKN.
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

9) O tubo de aco de 500 mm de comprimento é preenchido com concreto e sujeito a
uma forga compressiva de 80 kN. Determine as tenses no concreto e no ago devidas
a este carregamento. O tubo de aco tem didmetro externo de 80 mm e um diametro
interno de 70 mm. Considere E,,,=200 GPa e E,n=24 GPa

Solucéo:

P=forca no tubo

P.=parte da forga P no concreto
Ps=parte da forca P no aco

P=P, +P,
Compatibilidade de deslocamentos

PL PL P P P P P

P-P, P

S, =0, => = === =5 s 4 s -
ECAC ESAS ECAC ESAS ECAC ESAS ESAS ECAC ECAC
1 1 P EA.+EA P EA.+EA
=P, + = >p = == >p = =P
ESAS ECAC ECAC ESASECAC ECAC ESAS
E.A
=P =P > S

? E.A, +EA

Como:
E,=200kN/mm?* e E,=24kN/mm?

A, = %(802 —70%)=1178,097 mm? e A, = %702 = 3848,451 mm?
200x1178,097

P
Assim: ) * 24 % 3848,451+200x1178,097
P.=P—-P, =80-57,471= 22,529 kN

=57,471kN

Entéo as tensdes no aco e no concreto sao:

P
o, =—= S7471N > =488 MPa
A, 1178,097 mm
P 22529 N

c,=—%= > =585 MPa
A_. 3848,451 mm

c

Resposta: A tensdo normal média do concreto é de 5,85 MPa e a tensdo normal média do aco é de
48,8 MPa.
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Resisténcia dos Materiais Exercicios de Barras Estaticamente Indeterminadas

10) Qual seria a reacdo, R, da barra engastada da figura abaixo, se ao invés de uma
variacdo de temperatura AT, a barra tivesse um comprimento inicial a L+AL em lugar
de L. (Admitir a distancia entre os suportes igual a L.)

R R
* AL

LL\\*

tr
Solucéo:

Retirando o apoio superior e aplicando a reacdo R como uma carga, podemos calcular o

deslocamento & na extremidade da barra:
s_RL M
" E.A

mas sabemos que este deslocamento é AL, ou melhor:
d=AL (2)
R.L

combinando (1) e (2), temos que: AL = ﬁ
AL '

portanto a reacdo é: R = E'A'T

~ . o AL
Resposta: As reagdes de apoio sdo compressivas iguais a R = EA T
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