Lista de Exercicios Método das Forgas

1 - Calcule as reacGes de apoio da viga hiperestatica representada pela figura abaixo:

8kN/m dM,=0=
V,x8+Vy;x5-(8x8)x4=0
v, = 256 -5xV,

D F, =0=V,+V,+V, —(8x8)=0

8kN/m Na tabela: yzq—x(£3—2£X2+x3)
24E)
8x3
8, = 8% - 2x8x3 +3°
, B Cl %= 24um® ~2¥8x3 +3)
/
e 3m om a2
| | | EJ

Na tabela: y = %(ﬁz —b*-x%)

—1x5x3
X, = XS g2 g2
%/ t B %C 1= GxBnE) )
L 3m 41 sm 7| 19375
S X, = @)
| | | EJ

Equacdo de Compatibilidade: 8, + Vg X, =0

3;5 +V, ‘9;75 =0=V,x9,375=395 .. |V, =42133kN

Com as equagdes de equilibrio temos que: |V, = 5,667 kKN|e|V. =16,200 kN

8, + VX, =
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2 — Trace os digramas de esforcos solicitantes da viga continua abaixo:

15 KN

8 kKN/m

NI ENEEE

5, = 8x55 110 —2x10%5,5% +5,57]
24 x EJ
1029,1875
8y =— "
EJ
S = M[ly ~3% _45?]
6x10x EJ
I’ 3.0m ‘I’ 2.5m !, 4,5m I 5 79,59375
N
Pbx  , . 5
=—— (" -b"=x
Y 6/EJ ( )
8, C 8, = M[102 —45% -55%]
7 7 6x10x EJ
. 30m . 25m J. 45m -20,41875
IS I | i Oy =————
1 EJ
o, +0
(8, +8,)+Vgx3, =0 = V; = —M =V, _ _(1029,1875+ 79,59375) - Vg =54,302 kN
3, —20,41875
V, =19064kN e V. =11634kN
Diagrama de Cortantes Diagrama de Momentos Fletores
28,648
-+19,064 +24,
2,383 3,046N 2383m j 08 em
11634 I_/ﬂ
8,459
-29,936
22,714
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3 - Calcule as reactes de apoio do pértico hiperestatico representado pela figura abaixo. Considere
todas as barras de mesma inércia El e trabalhando fundamentalmente a flexdo. A barraltem 3 me
a barra 2 tem 5 m. As equacgdes de momentos fletores sdo fornecidas para a redundante de primeiro
género, apoio na extremidade da barra 3, que tem 1,5 m de comprimento.

JIlJ 1l )l 1] 1] ] Joskm

@
1,2 kN
@
Il I LI Ll L] 1] Joskum
_ @
TX M,(x)=5
_— M, (x) =12x-9,3 - - ~
@ M, (x) =-0,3x* +18 Iso @ Mz x)=x
X M;(x) =-1,2x « M,(x) =0

Solucéo:

3 5
El 8, = j (1,2x —9,3)(5)dx + j (-0,3x? +1,8)(x)dx = —112,5— 24,375 = —136,875
0 0

3 5
El 8, = j (5)(5)dx + j (X)(x)dx = 75+ 41,6667 =116,6667
0 0

—-136,875
~ - . 3 3 _8_0 _ El 3
Equacédo de compatibilidade: 5, + Vg8, =0= V, = 5, 116.6667 =1173 kN
El
Resposta:
- Vg =1173 kN
Atraveés das equacdes de equilibrio estatico temos:
> F,=0= H, =12kN e A
D> F,=0= V, =1827kN > v, T
> M,=0= M, =3435kN.m WMA
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4 - Utilize o Método das Forgas para calcular as reagfes de apoio do quadro hiperestatico representado pela figura
abaixo. As barras AC e BD possuem inércia a flexdo El e a barra CD tem inércia 2EIl. Considere todas as barras
trabalhando fundamentalmente a flexao.

Solucéo:
Escolhendo Vg como redundante:

D
Zm]:
B i\ YF,=0=Hy—8=0-H,=8kN
- YM,=0=>My—8x2=0:M,=16kN.m
\ YF,=0=Vy=0:V,=0kN
A
Vil 6m >!

Equacdes de esforcos de cada uma das barras para o carregamento original.

Mxm

X MX X
\/, — El\ D
Barra AC Vy X
8 kN
X —
B
16 B 8 kN
Barra CD
Barra BD
0<x<4 0<x<2 0<x<6
SM, =0 M, =0 M, =0
=M, —16+8x=0 =M, +8x=0 >M,+8x2=0
~ M, =16 —8x ~ My = —8x ~ M, =-16
Equacdes de esforgos de cada uma das barras para a carga unitaria.
Retornando uma carga unitaria no lugar de Vg:
_ D
2m
— B
1 YF, =0=H, =0
2m 1 YM,=0=My+1x6=0-M, =6

NPy =0=Vy+1=0:V,=—1
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Equacdes de esforcos de cada uma das barras para o carregamento original.

qu Barra AC Mxn Barra BD
N N

Vy m— Vy m—
X X
B
v
6
1
1
0<x<4 0<x<2 0<x<6
M, =0 M, =0 M, =0
>M;+6=0 =>M;+1x=0
My = -6 My, =0 s My = —x

Assim, o deslocamento devido ao carregamento original, &y, é:
4 6

(16 — 8x)(—6) (—16)(—x) 144

= f —m Xt e T

2B T E

0
Assim, o deslocamento devido a carga unitaria, 8y, é:

[ (=6)(—6) (09, _ 180
TR +f 2 El ~El

61=
0

Portanto:
5 144
—_20_ _ _El __
Vs = =3, = ~7gg = ~08KN
El

As demais reacfes sdo calculadas através das equacfes de equilibrio estatico:

ZmI
ZmI

YF,=0=—-H,+8=0

~H, =8kN
YM,=0=>M,—8X2+VgX6=0
~ M, =208kN.m
YF,=0=V,+Vg=0

=V, =08kN

6m

Resposta: As reacdes sdo (de acordo com os sentidos dos vetores vistos no desenho acima):
Ha= 8,00 kN

V= 0,80 kN
Ma= 20,80 KN.m
V= -0,80 kN

Barra CD
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5 - Calcule a reacdo de apoio em B do pértico hiperestatico representado pela figura abaixo.
Considere a barra 1 de inércia El e a barra 2 de inércia 8EI, todas trabalhando fundamentalmente a

flex@o. Considere g = 10 KN/m.

SV A VRV
£ Ve
w | @

| A
| 5m ‘

Solucéo:
Equacdes de momentos fletores pra carregamento original e carregamento unitario:

q
AR
S
X @ ‘ X __O
<2
~~— 1@ M, (x) = -125
M, (x) = -5x°
o
) @ |le—x—1]1
v @
M, (x)=5
M, (x) =x
I( 125)(5)OI J-( ~5x? )(x) —166016
5 El El
5
I 5)(5) dx + I(X)(X) dx = _ 67,7083
0 El
—-1660,16
E : = =_-9 - el
quacédo de compatibilidade: 5, + V5, =0= V, 5, =V, 67,7083
El
Resposta: |V = 24,5192 kN
6 profwillian.com
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6 - Através do Método das Forgas, calcular as reacdes de apoio do portico da questdo 1. Substitua o
apoio B por uma mola (na direcéo vertical) com constante de mola k = 8x10° kN/m, médulo de
elasticidade longitudinal E = 2x10® kN/m? e momento de inércia | = 8x10™ m*.

Sy + Vg, :—£:> Vg :—8—0
k 1
K +9,
Solucéo:
Deslocamento vertical de B devido ao carregamento original:
5, = -1660,16 ~ -1660,16 — 010376

El  2x10°®x8x10°

Deslocamento vertical do n6 4 devido ao carregamento unitario:

5, = 67,7083 _ 62,7083 - 0,0042318
El 2x10° x8x10"

Equacdo de compatibilidade: a soma dos deslocamentos deve ser o deslocamento do n6 4 com a
mola.

8y + Vg, = —% =V =—7 S __ 1 —010376 538158 KN
=48, ———+0,0042318
K 8000
Resposta:
q
RRRRRRRRRRRR
- Vg = 238158 kN c @ B
Através das equagdes de equilibrio estatico temos: 7
> F,=0= H, =0kN D Vi
> M,=0= M, =5921kN.m H,
>F, =0= V, =261842 kN — 5 A

V
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7 - Através do Método das Forcas, calcular a reacdo de apoio do n6 4 da trelica abaixo. Considere
0s nOs como rotulas perfeitas. Todas as barras tém inércia EA. A redundante escolhida foi a reacao
vertical do n6 4. Note que os esforgos normais nas barras foram fornecidos. As barras sdo
identificadas pelos seus nos iniciais Ni e nds finais Nf. Na tabela abaixo: NO sdo os esfor¢os nas
barras para os carregamentos originais € N1 sdo os esforgos para uma forga unitaria para cima

aplicada no no 4.

3 kN

5 16

4 KN

X

| 1 2 3
-~ 2m ——— 2m =
Solucéo:

Ni | Nf NO N1 L NOx N1xL
1] 2 -14,66667 4,00000 2,0 -117,333
2|3 -5,33333 2,66667 2,0 -28,444
3|4 0,00000 1,33333| 20 0,000 Deslocamento vertical do né 4 devido ao
5|6 5,33333 -2,66667 2,0 -28,444 carregamento original:
6 | 7 0,00000 -1,33333 2,0 0,000 ’
115 0,00000 0,00000 15 0,000
2| 6 ~7,00000 1,00000] 15 -10,500 Z NoN,L -267,111
317 -4,00000 1,00000 15 -6,000 O, = =
215 11,66667 -1,66667 2,5 -48,611
3|6 6,66667 -1,66667 2,5 -27,778
4 |7 0,00000 -1,66667 2,5 0,000

-267,111
Ni | Nf N1 N1 L NOx N1xL
1|2 4,00000 4,00000| 2,0 32,000
2|3 2,66667 2,66667 2,0 14,222
3|4 1,33333 1,33333 2,0 3,556
5|6 -2,66667 -2,66667 | 2,0 14,222 Deslocamento vertical do né 4 devido ao
6 |7 -1,33333 -1,33333] 20 3,556 carregamento unitario:
115 0,00000 0,00000 15 0,000
2|6 1,00000 1,00000| 1,5 1,500 — Z N.N; L — 91,389
317 1,00000 1,00000 15 1,500
215 -1,66667 -1,66667 | 25 6,944
3|6 -1,66667 -1,66667| 25 6,944
4 |7 -1,66667 -1,66667 2,5 6,944

91,389

Equacdo de compatibilidade: a soma dos deslocamentos deve ser o deslocamento do n6 4 com o

apoio, ou seja, igual a zero.

-267,111
d EA
S +V,8, =0=>V,=—-0=—___EA ___9923kN
ot T4%1 TS, 91,389
EA

Resposta: A reacdo de apoio do n6 4 é de 2,923 kN.
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8 - Através do Método das Forcas, calcular as reagdes de apoio da trelica da questdo 2. Retire o
carregamento original e apliqgue um aumento uniforme de temperatura de 8°C nas barras do banzo
superior (barras 5-6 e 6-7), sendo que a area A = 8x10™ m? médulo de elasticidade longitudinal

E = 2x10® kN/m? e coeficiente de dilatacdo térmica o=1,2x10°°C™,

Solucéo:

8,=) aLATN

Deslocamento vertical do n6 4 devido ao carregamento unitario:

N,N,L 91,389 91,389
8, = 2NN _ 91,389 _ - - =5,7118x10"
EA EA 2x10° x8x10
Deslocamento vertical do n6 4 devido ao aumento uniforme de temperatura na barra 2-4:
Ni | Nf 03 L AT N1 a L AT N1
5 6 0,000012 2,0 8 -2,66667 -0,000512
6 7 0,000012 2,0 8 -1,33333 -0,000256
0= -0,000768

8, =Y o L AT N =-0,000768

Equacdo de compatibilidade: a soma dos deslocamentos deve ser o deslocamento do né 4 com o

apoio, ou seja, igual a zero.
S

5,

8y +V,8,=0=V, =—2=
Resposta:
-V, =1,3446 kN

Através das equagdes de equilibrio

estatico temos:
> M,s =0= H, =5378 kN

> F,=0= H,=5378kN
D F,=0= V,=13446 kN

—0,000768

 57118x10"

=1,3446 kN
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9 - Através do Método das Forgas, calcular a reacéo de apoio do né 3 da treliga abaixo. Considere
0s nos como rotulas perfeitas. As diagonais tém inércia EA e 0s banzos tém inércia 4EA. A
redundante escolhida foi a reacdo vertical do n6 3. Note que os esfor¢os normais nas barras foram
fornecidos. As barras sdo identificadas pelos seus nos iniciais Ni e nos finais Nf. Na tabela abaixo:
NO s&o os esforgos nas barras para os carregamentos originais e N1 séo os esforgcos para uma forca
unitaria para cima aplicada no né 3. A altura da viga é de 1 m (distancia entre os banzos inferiores e

superior).
1 kN 2 kN
, Im | 1m Im g 1m | <TTRE < <
1 2 -1,7678 0,7071
2 3 0,3536 -0,7071
3|4 -0,3536 -0,7071
4 5 -2,4749 0,7071
1|3 1,2500[ -0,5000
35 1,7500[ -0,5000
2 | 4 -1,5000 1,0000
7 - -
Solucéo:
Deslocamento vertical do n6 3 devido ao carregamento original:
Ni | Nf NO N1 L |NO.N1.L| EA [NO.N1.L/EA
1 2 -1,7678 0,7071|1,41|-1,7678 1 -1,7678
2 3 0,3536| -0,7071|1,41|-0,3536 1 -0,3536
3 4 -0,3536| -0,7071|1,41| 0,3536 1 0,3536
4 5 -2,4749 0,7071|1,41|-2,4749 1 -2,4749
1 3 1,2500| -0,5000|2,00|-1,2500 4 -0,3125
3 5 1,7500| -0,5000|2,00|-1,7500 4 -0,4375
2 4 -1,5000 1,0000(2,00|-3,0000 4 -0,7500
= -5,7427
s _ 2 NoNiL _ -57427
° EA EA
Deslocamento vertical do n6 3 devido ao carregamento unitario:
Ni | Nf N1 N1 L |N1.N1.L| EA |[N1.N1.L/EA
1|2 0,7071 0,7071|1,41| 0,7071 1 0,7071
23| -0,7071| -0,7071|1,41| 0,7071 1 0,7071
3 4 -0,7071| -0,7071|1,41| 0,7071 1 0,7071
4 5 0,7071 0,7071|1,41| 0,7071 1 0,7071
1 3 -0,5000| -0,5000(2,00(| 0,5000 4 0,1250
3 5 -0,5000| -0,5000|2,00| 00,5000 4 0,1250
2 4 1,0000 1,0000(2,00| 2,0000 4 0,5000
I= 3,5785

s _ 2 N:NL 35785

! EA

EA

Equacdo de compatibilidade: a soma dos deslocamentos deve ser o deslocamento do né 3 com o
apoio, ou seja, igual a zero.

50+v351:o:>v3:-2—°=

1

-5,7427

__EA
3,5785

EA

=1,605 kN

Resposta: A reacdo de apoio do n6 3 é de 1,605 kN.
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10 - Através do Método das Forgas, calcular as reacdes de apoio da trelica da questdo 2 em apenas
um dos dois casos seguintes:

a) retire o carregamento original e apliqgue um aumento uniforme de temperatura de 20°C na barra
2-4, sendo que A = 0,02 m?, E = 2x10°® kN/m? e a=10"°C™.

Solucéo:

Deslocamento vertical do n6 3 devido ao carregamento unitario:

~ Z N,N,L 35785 35785

= . =8,95x10”
EA EA  2x10°x0,02

6l

Deslocamento vertical do n6 3 devido ao aumento uniforme de temperatura na barra 2-4:
0, =aLATN,, =10°x2,0x20x1,0=4x10"*m

Equacdo de compatibilidade: a soma dos deslocamentos deve ser o deslocamento do né 3 com o
apoio, ou seja, igual a zero.
d, 4x107*

0 301 3 3, 8.95x10"
Resposta:
-V, =—4471kN ’ .

Através das equagdes de equilibrio estatico temos:

D> F,=0= H, =0kN
> M, =0= V, =2236kN
D F,=0= V,=2236kN

b) substitua o apoio do né 3 por uma mola com k = 2000 kN/m, A = 0,02 m?, E = 2x10% kN/m?.

Solucéo:

Deslocamento vertical do n6 3 devido ao carregamento original:
N,N,L - -

8, = 2 NoN, _oSr4er 5’87427 =-1,436x10°m
EA EA 2x10° x0,02

Deslocamento vertical do né 3 devido ao carregamento unitario:
- > N,NL 35785  3,5785
EA EA 2x10° x0,02

S, =8,946x107

Equacdo de compatibilidade: a soma dos deslocamentos deve ser o deslocamento do n6 3 com a
mola.

_ -6
50+v351=—%:>v3 . 150 = 11’436X1O = 0,00286 kN
“+8, ———+895x107
Kk 2000

Resposta:

.V, =0,002866 kN
Atraveés das equacdes de equilibrio estatico temos:

> F,=0= H, =0kN
> M, =0= V, =1,248567 kN i
D> F,=0= V, =1748567 kN

1kN 2 kN
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